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1 Pisava

L. in II. kvantizacija

Ce zelimo povdariti, da pisemo v I. kvantizaciji, uporabimo pisavo [i;joks)! = lpipjon)t =
li)1 @ |j)2 @ |pr)s. V 11 kvantizaciji, [nins . ..)"":, nam $tevila n; povejo stevilo delcev
(zasedenost) enodeltnega stanja ¢;.

Fermioni

Ce ni povedano drugace, so ¢; in c; standardni fermionski operatorji, ki zadoscajo antiko-

mutatorjem {c;, CL} = 0,1, vsi preostali antikomutatorji pa so enaki ni¢. Fockovo stanje
fermionov |1;0---01,) je definirano z

1,0 ---01,) == cLef]o---0). (1)
Stanja polnimo torej iz desne proti levi.
Bozoni
Bozonske operatorje ponavadi ozna¢imo s ¢érko a, pri ¢emer je a anihilacijski in a'
kreacijski operator. Razliéni bozoni a; zados¢ajo komutacijskim zvezam [aj,a;] = 0,

[aj,a}] = G-
Spinski operatorji
Operatorji komponent vrtilne kolicine zadoscajo

152, $%] = ihe®?1 S (2)

Kadar imamo opravka s spinom % pogosto rajsi delamo z brezdimenzijskimi Paulijevimi
matrikami, za katere velja
(0%, 0] = 210", (3)

in podobno za ciklicne permutacije. Pogosto uporabljamo tudi t.i. lestvicna operatorja
oF = (0* £ i0Y)/2, za katera velja o*|1) = 0 in oF|-1) = [1), ter 07|1) = |—1) in
o~|—1) =0, ¢e je |£1) lastno stanje o z lastno vrednostjo +1.

Jordan-Wignerjeva transformacija

Uporabljali bomo

Cj =01 07105, c} =o0i---05 ,0;, (4)
kjer sta orji = (0] £i0})/2. Obratna transformacija je
of = oiaiale )
o) = ioj---05(c;—cb),
o; = 20}63' 1= (—1)1“1'01. (5)

Wickov izrek
Naj bo a; kanoni¢na baza operatorjev. Vsak operator A linearen v ¢ in a;{ lahko razde-

limo kot A = A~ 4+ A", kjer je A~ linearna kombinacija a;, A" pa linearna kombinacija
T

a; (v splosnem A~ # A™). Definiramo normalno urejen operator,

PAFAY A = (RD)PAT AL A A
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kjer je P sodost/lihost permutacije, ki nam preuredi operatorje, dva predznaka pa sta za
bozone in fermione (minus). Kontrakcija dveh je sedaj definirana z

/&43 = ATAT - ATAT

in je skalar (identi¢ni operator) za kanoni¢ne «;. Npr., ¢e so a; kar ¢;, ali a;, imamo
T . ' .. . . . .
Cjcy = djk, in a;y, = 0k, vse ostale kontrakcije pa so ni¢. Za operatorje velja tudi

kombinatori¢na zveza (Wickov izrek),
AFAT - AF = AT AF —i—Z sen par:+z s dva para:+---+2:vsi sparjeni : .

Zgornja zveza sama po sebi Se ni koristna, kar pa postane, kadar uspemo najti taksne
aj, ki anihilirajo stanje |¢) v katerem zelimo izvrednotiti pricakovane vrednosti. Tedaj
bodo namre¢ vsi nesparjeni ¢leni dali ni¢ in nam ostane le vsota po popolnoma sparjenih
¢lenih, ki pa so vsi samo produkti skalarjev. Ponovimo, da bo Wickov izrek uporaben za
izracun (¢|- - -|¢) mora veljati a;|¢) = 0 za vsak j. Pravimo, da je |¢) vakuum za «;.
Koristne zveze

Baker-Campbell-Hausdorffova zveza (na kratko BCH) pravi, da velja

AtB _ ef%[A,B] eAeB7 (6)

¢e A in B komutirata s komutatorjem [A, BJ.
Baker-Hausdorffova enakost je
o2
eaABeiaA:B—i_a[AaB]—i_a[Aa [AvB]]+ ) (7)

in velja za poljubna operatorja A in B.



2 Naloge

2.1 Direktni produkt prostorov
Naloga 1: Kdaj je splosno stanje dveh kubitov |¢) = «|00) + 3]01) + ~|10) + §|11)
prepleteno, to je, se ga ne da zapisati kot direktni produkt |¢) = |p) ® |x)?
Naloga 2:
(a) Zapisi matriéno upodobitev A = of ® 03.
(b) Zapisi reduciran operator B = traA.

Naloga 3: Izracunaj termicéni gostotni operator p = e P2 /7 7 = tr(e "), za H =
Joiog, ter pricakovano vrednost energije v taistem stanju.

Naloga 4 (1k.1.L1314): Najbo A = 0} ® 03 — 0] ® 03, kjer so 0 Paulijeve matrike
na j-tem mestu.

a) Izracunaj operator try (A), skalar tr(A?), in operator trs[(oX + o3)AJ.
2 2

(b) V prvi kvantizaciji zapisi bozonsko Fockovo stanje |210) in fermionsko Fockovo
stanje |1101).

Naloga 5 (1i.1.L1314): Linearna operacija L je definirana nad prostorom gostotnih
operatorjev enega dvonivojskega sistema, in deluje kot £(p) = 2LpLT — LTLp— pL'L, kjer
je L =07 = (0*+1i0Y)/2. Zapisi matricno upodobitev operatorja £ v bazi Paulijevih
matrik, torej L; ), = tr(cL(a"))/2, pri temer so o7 € {1,0%,0Y,0%}.

Naloga 6 (1i.2.L1415): Uporabi algebro Paulijevih matrik, oc/c* = ig/*"¢™ in po-
enostavi operator A = o%0%0303030) 0500 0s0oy0;. Pokazi, da operator A komutira s
Hamiltonijanom H = J. >/, 0505 + Jy D2 1c 050y + J, > 0. 0507, kjer so spini na

J:k€y 7

Naloga 7 (1k.1.L1516): Z meritvijo neke opazljivke B zelimo razlociti kvantni stanji n
kubitov (spinov 1/2) |¢_) in |¢y), [s) = \%(|OO ...0) £ [11...1)). (a) Izracunaj redu-
cirani gostotni operator pf := trjza, |[t+)(¥+] za obe stanji, ¢e je A, poljubna mnozica r
kubitov, A, C {1,2,...,n} (sled pa torej tece ¢ez preostalih n —r kubitov). pF izracunaj
za vse mozne vrednosti r, 7 = 1,... n. (b) Dokazi, da je pricakovana vrednost (¢4 |B|i).)
poljubnega ne-globalnega operatorja B enaka za obe stanji. Ne-globalni operator je tak,



ki deluje kot identiteta na vsaj enem kubitu; npr. za n = 3 je ofo50% globalen, o 150%
pa ne [lastnost (b) je potrebna (a ne zadostna) lastnost topoloskih kvantnih stanj. Za
topolosko urejenost potrebujemo Se, da je (¢_|B|¢y) = 0 za vsak ne-globalen B, torej da
le globalni operatoryi sklapljajo stanji.].

Naloga 8 (1i.3.L1516): Za Cisto stanje |W) := \/iﬁ(|10. ..0)+1010...0)+---+10...01))
na n kubitih izracunaj reducirani gostotni operator p, kubita na r-tem mestu, p, =
tr2|W)(W|. Izracunaj tudi reducirani gostotni operator para kubitov na mestih 7 in k.

2.2 II. kvantizacija

Naloga 9: Zapisi matricno upodobitev permutacij P> in Pj3 na 2-dimenzionalnem ire-
ducibilnem podprostorn iz 1) = —=(2laB) +2|8ay) — |ay8) — ly8a) — haB) — |3ya))
in [¢2) = 3(=|ayB) + vBa) + [yaB) — |Bya)).

Naloga 10:

>II.

(a) Zapisi bozonsko stanje [201)"'- v 1. kvantizaciji.

(b) V L kvantizaciji izvrednoti delovanje operatorja >, |2)x(1] na stanju [201)77-.
Naloga 11 (1k.1.L1112): Izracunaj, to je razpisi po standardni bazi Fockovega prostora,
naslednji stanji:

(a) escherchel [00000).

(b) e*che2|111000).

Naloga 12 (2i.1.L1112): Izrazi naslednji stanji z baznimi stanji Fockovega prostora:
(a) clescheact]01000)

(b) eciesr|111000)

Naloga 13 (1k.1.L12153): V 1. kvantizaciji zapisi fermionsko Fockovo stanje [1011).

Naloga 14 (2:i.3.L1112): V formalizmu druge kvantizcije zapisi spinsko odvisno dvo-
deléno kontaktno interakcijo, ki obraca spin, V(ry,re) = Aa®§(ry —r2)(] 11) (U1 | +h.c.).
Uporabi reprezentacijo v momentnem prostoru z ravnimi valovi za bazo enodel¢nih stanj.
Izracunaj pricakovano vrednost takega potenciala v osnovnem stanju Fermijevega plina
pri temperaturi nic.

Naloga 15 (1k.2.L1415):
(a) V prvi kvantizaciji zapisi fermionsko Fockovo stanje [10011).

(b) Pokazi, daza A=a-oin B=>b-0o, velja [A, B] = 2ic- o, kjer je ¢ = a x b, tri
komponente vektorja o pa so enake Paulijevim matrikam.
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Naloga 16: V osnovnem stanju Fermijevega plina |¢g) izracunaj staticni strukturni fak-
tor S(q). lzraz za S(q) := +(Po|pgp—q|¢o) zapisi v kontinuumski limiti, ko gre Stevilo
elektronov N proti neskoncno, kjer lahko vsoto ¢ez diskretna stanja nadomestis z integra-
lom. Fourierova komponenta gostote je p, = [ dre 9T (r)¥(r), kjer je ¥(r) operator
polja.

2.3 Bozonska in fermionska algebra

Naloga 17: Za bozone izracunaj komutator [a;, f(aj»)]. Kaj pa [a}, f(a;)]?

—zal

Naloga 18: Izracunaj g(z) :=e aemT, kjer je z kompleksno stevilo.

Naloga 19: Pokazi, da velja e **'* f(a, a’)e*®'* = f(ae*, ale™?).

Naloga 20 (1k.2.L1112): Pokazi, da velja [a,e 29'9) = (e7* — 1)e =" ¢, kjer sta a in
a' bozonska operatorja.

Naloga 21 (1k.3.L1112): Definirajmo operatorje A := ¢l + ¢, B :=i(c — ') in D =
2c'c — 1. Izracunaj komutatorje [A, B], [B, D] in [A, D] in jih poizkusi izraziti z A, B in
D. cin c sta standardna fermionska operatorja.

Naloga 22 (2k.1.L1112): Izracunaj Debye-Wallerjev faktor W = 1([q - ur(¢)]?)s, kjer
je

— E —iws(k)t I iws (k)t ikR
uR(t) - k,s 2N M Ws (k) (CLS(k)e " CLS( k)e ) = (k) ‘ 7 (9)

odmik atoma iz ravnovesne lege, a,(k) pa so standardni bozonski operatorji s komutator-

jem [a4(k), al,(K')] = 0,0 (vsi ostali pa so nic). Frekvenéni spekter je simetricen glede

na k = 0, enotski polarizacijski vektorji €5(k) pa zadoscajo e5(k) = e*(—k). Povprecje je

¢ez kanonic¢ni ansambel nesklopljenih harmonskih oscilatorjev, za katerega je zasedenost
1

normalnih nihajnih nacinov pri § = 7= enaka (af(k)as(k))s = -

Naloga 23: Izracunaj izraz echC, kjer je ¢ fermionski anihilator, z pa skalar.
Naloga 24 (1i.1.L1112): Izracunaj in maksimalno poenostavi izraz e ' ce®' | kjer sta
c in ¢! fermionski anihilacijski oz. kreacijski operator, z pa je kompleksno stevilo.

Naloga 25 (1i.2.L1112):  Izracunaj korelacijsko funkcijo (z(t)z(t') + =(t')x(t))
termicnem stanju harmonskega oscilatorja, H = hw(a'a + 3), kjer je [a,al] = 1.

ordinata oscilatorja se z bozonskimi operatorji izraza kot z(t) = /5= (aexp (—iwt) +

8V
Ko-
a'exp (iwt)). Velja Se, da je termicno povprecje (a'a)s = —m—.

Naloga 26 (1i.8.L1112): S predpisom |z) = e*'|0) definirajmo stanje |z), kjer je

a’ bozonski kreacijski operator, z kompleksno §tevilo, |0) pa lastno stanje afa z lastno
vrednostjo 0 (takemu stanju pravimo koherentno stanje). Izracunaj (z|a|z) in (z1]z2).



Naloga 27: Pokazi, da je transformacija spinskih operatorjev S* — S* S¥ — —SY in
S* — —S” kanonicna.

Naloga 28: Kdaj bo linearna transformacija dveh fermionskih operatorjev c; o,
d1 = U11€1 + Ulgc; dg = U21€1 + UQQC;, (11)

kanonicna, torej bodo tudi d; » fermionski operator;ji?

Naloga 29 (2i.2.L1112): Poisci vse komutacijske zveze med operatorji d; in d; ([dj, di],
[d}, d,t] in [d;, dL]), ki so definirani s predpisom,

dj = (ﬁ(l — 27’Lk)) Cj,

k=1

kjer je n; = c}cj, ¢; pa so standardni fermionski anihilacijski operatorji s kanoni¢nimi

antikomutatorskimi zvezami {c;, cx} = 0, {c}, iy =01n {¢;,cL} = 6,4

Naloga 30 (1k.4.L1215): Pokazi, da velja - D = (al — £) D, kjer je D = cual—va gf
in a sta bozonska operatorja, v in v pa skalarja.

Naloga 31 (2k.1.L12153): Za fermionski sistem s Hamiltonijanom,
H = 16} + eacl + Aleres + chel), (12)
pokazi, da operator parnosti P = '™ kjer je N = cgcg + cJ{cl komutira s H.

Naloga 32 (1k.3.L1314): Imejmo fermionski sistem s H = c'c in zacetno stanje [1(0)) =
cos (p)|0) +sin () e'X|1). Izracunaj pricakovano vrednost operatorja c+c' ob ¢asu t, torej

@®)|(c+ v (D)), Kier je () = e [y (0)).

Naloga 33 (1k.4.L1314): Pokazi, da je za harmonski oscilator ravnovesna pricakovana
vrednost (e®@t19") = tr(pz et enaka exp (5 coth %), kjer je ps = exp (—SH)/Z,
H = ea'a, Z = tr(exp (—BH)), a' in a pa sta bozonska operatorja. Koristiti utegne zveza
BCH.

Naloga 34 (1:.2.L1314): Izrazi komutator na direktnem produktu podprostorov s ko-
mutatorji in antikomutatorji na obeh posameznih podprostorih, torej [A @ B,C ® D]
bi radi zapisali v obliki ), Ry ® Py, kjer so Ry, P, komutator ali pa antikomutator. Ta
rezultat uporabi za izracun e=*2®8(af @ C')e* *@5 | kjer sta a, a’ kanoni¢na bozonska opera-
torja, B in C' pa poljubna komutirajoc¢a operatorja. Uporabis lahko Baker-Hausdorffovo
enakost e*Be™*! = B + a[A, B] + ‘;—?[A, [A,B]] +---.

Naloga 35 (1k.1.L1415): (a) Kaksnim pogojem mora zadoscati linearna transformacija
b, = Zi:l L a;, med anihilacijskima bozonskima operatorjema a; in as in novima ani-
hilacijskima bozonskima operatorjema b; in by, da bo ohranjala kanoni¢ne komutacijske

zveze za bozone? (b) Poiséi primer transformacije iz (a), ki diagonalizira H = ajal+azal.



Naloga 36 (2k.4.L1415): Izracunaj dinami¢ni strukturni faktor,

S(k,w) = exp (—2W (k)) / exp (K*(x(t)z(0)))e™" dt,
—00
za harmonski oscilator v termi¢nem ravnovesju. Z bozonskimi operatorji lahko izrazimo
lego kot z(0) = 4/ 275% (a + a'). Termi¢na pricakovana vrednost zasedbenega Stevila je

(ata) = 1/(e"™0 — 1), H = hwo(a’a + 1) [W(k) je Debye-Wallerjev faktor, ki ga ni treba
racunati; Pomagati utegne generatrisa modificiranih Besslovih funkcij exp [3y(z + )] =
S 2™, (y); Heisenbergova slika je B(t) = e#'/" B(0) e 1H!/"].

Naloga 37 (1i.3.L1415): Izracunaj fermionsko ravnovesno pricakovano vrednost kore-
lacijske funkcije, C(t,t') = (c(t')c(t) + c(t)cT(t)), kjer je (A) = tr(Ap), termicno stanje
pa p = exp (—BH)/tr(ePH) in H = ecle. Heisenbergova slika je definirana z izrazom
B(t) = et B eiHt,

Naloga 38 (2i.3.L1415): Za harmonski oscilator s H = fiw(a'a + 3) izracunaj ravnove-
sno pricakovano vrednost (F(t)) = tr(F(t)p), kjer je F(t) = xcos(wt) + L=sin (wi),
gostotni operator pa obi¢ajno kanoni¢no stanje p = exp (—(H)/trlexp (—8H)], = =
VR/(2mw)(a+al) in p = iy/mwh/2(a’—a). Izracunaj se ravnovesno korelacijsko funkcijo
(F()F(t+71)).

Naloga 39 (1k.5.L1516): Izracunaj operator A v izrazu f(a)e® = e**' A, kjer sta a in
a' kanoni¢na bozonska operatorja, z pa skalar.

Naloga 40 (1k.4.L1516): Imejmo fermionski X = ciescher. (a) Izracunaj X2 in (X1)2.
(b) Izracunaj in poenostavi operator D(\) = eXX'=%).

Naloga 41 (1i.1.L1516): Za operator A = f(c,c'), ki je odvisen od fermionskih opera-
torjev, velja A% = 1. (a) Izra¢unaj in poenostavi e’. (b) Najdi kaksen primer taksnega
A-ja.

Naloga 42 (2i.1.L1516): Oznacimo p = exp [~ B(Fyala; + Eyabas)], kjer so a; bozonski
operatorji. (a) Izracunaj Z = trp. (b) Izracunaj tudi pricakovano vrednost energije
%tr{(Elaial + Eyalas)p}.

Naloga 43: S fermionskimi operatorji definirajmo Jy := %(4@ + CICT), Jy 1= %(4@ —

CICT) in J, := 3(ny — ny). Izracunaj komutatorje [Jy, Jy], [Jy, Jy| in [J,, Jy.

= %(ckl —
cier) in L, := $(np +ny — 1). Izracunaj komutatorje [Ly, Ly], [Ly, Ly] in [L,, Ly].

Naloga 44: S fermionskimi operatorji definirajmo L, := %(c%i +cpe), Ly

Naloga 45: Uporabi izraze iz besedila nalog in ter izracunaj operator J? :=
Ji+ 2+ J}, inL? =L+ L2+ L.



2.4 Diagonalizacije

Naloga 46:

(a) Poiséci lastna stanja fermionov, ki jih opisuje H = Ecic.

(b) Izracunaj povpreéno stevilo delcev v velekanoni¢nem stanju p ~ e 8(H=#n),

Naloga 47: Diagonaliziraj Hamiltonijan H = e(cle; — chey) + A(cled + epe).
Naloga 48: Poisci lastna stanja in energije za H = e(cle; — chey) + Aered + eacd).
Naloga 49 (1k.4.L1112): Izracunaj lastne energije Hamiltonijana

H =¢e(cley + chey + 0503) + Alcley + cles + ches + hoel), (13)
kjer so ;23 trije fermionski operatorji.
Naloga 50: Z linearno transformacijo fermionov ¢; o diagonaliziraj Hamiltonijan

H=¢e(cle; + cheo) + Alclel + caey). (15)

Naloga 51 (1k.2.L1213): lzracunaj (¢ (0)|¢(t)), kjer je zacetno stanje v Fockovem

prostoru fermionov enako [(0)) = (]01) + [10))/v/2, |4(t)) = e~ t[)(0)), Hamiltonov
operator pa je H = e(cjc; — cyco) + Ucjcrches.

Naloga 52 (2i.4.L1112): Izracunaj ¢im vec lastnih energij za sistem 4 spinov 1/2 s
Hamiltonijanom

_ X X y .y
H = E OpO0ky1 T 030541,
k

kjer vsota tece po vseh preckah na sliki.

Sistem bi lahko resili z Jordan-Wignerjevo transformacijo in Fourierom, tokrat pa bomo
uporabili simetrije. H namre¢ komutira z operatorjem Z = of 4 04 + 04 + 04 in opera-
torjema parnosti P, v smeri x, in P, v smeri y (operatorja parnosti zamenjata identitete
spinov, kot bi naredili zrcaljenje ¢ez ustrezno simetrijsko ravnino). Zapisi bazne vektorje,
ki so hkrati tudi lastni vektorji vseh treh simetrijskih operacij. Pri ra¢unanju lastnih
energij uporabi dejstvo, da ima v taksni bazi Hamiltonijan blo¢no strukturo.

Naloga 53 (1k.3.L1213): Nobelova nagrada leta 2012 je bila med drugim podeljena
(S. Haroche, D. J. Wineland) za kvantne eksperimente, ki jih lahko opisemo s Hamilto-
novim operatorjem

H = hwa'a+ecle+ J(a'e+h.c.). (20)
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Taksen H predstavlja sklopljen sistem elektromagnetnega polja (bozonski operator a) in
dvonivojskega atoma (fermionski operator c). Pokazi, da skupno stevilo kvantov N =
a'a+cfc komutira s H. Izracunaj lastne energije sistema. Prostor stanj razpenja direktni
produkt bozonske in fermionske baze, fermionski in bozonski operatorji pa med seboj
komutirajo.

Naloga 54 (2k.3.L1213): Grafen imenujemo 2D strukturo ogljikovih atomov, ki za-
sedajo mesta na heksagonalni mrezi (slika). Celotno strukturo dobimo s tlakovanjem
ravnine z osnovno celico (osencen trapez), ki jo razpenjata bazna vektorja a in b. V
vsaki osnovni celici sta dva elektrona; vsak je lahko ali na mestu tipa “A”, ali na me-
stu tipa “B”. V priblizku tesne vezi so sklopljena le sosednja mesta (tri mastne precke
iz sredisca vsakega trikotnika na sliki), tako da lahko sistem opisemo s Hamiltonijanom
(spina ne upostevamo),

H= = 03 {{vhr) +vhlr; - a) + b, = b)] () + e +

+ €Z{nA(rj) +np(r;)}, (22)

J

kjer jer; = nyja+ng;b vektor do j—te osnovne celice. Izracunaj lastne energije elektronov

Slika 1: Heksagonalna struktura ogljikovih atomov v grafenu.

v grafenu. Namig: zaradi periodicnosti se splaca H transformirati v momentni prostor,
Q/)a(rj) = \;_NZk ckaei?"rﬂ',a = {A,B}. 7Z rob?zimi poggji se ni potr@bno u.k.varjati.. %
1zrazu za H smo nekoliko “grdo” pri argumentih vektorjev atomov B izpustili premik za
v := (a+ b)/3, kar je ekvivalentno temu, da smo za atome B izhodisée vzeli v teZiscu
trikotnika, za atome A pa v ogljiscu trikotnika. To si lahko privoséimo, ker v Fourieru to
prinese samo fazni faktor ¢'XV k cyp, kar pa ne spremeni antikomutacijskih zvez. Velja
tudi obicajna zveza % D ek = Gy o.

Naloga 55 (1k.2.L1314): Poisci lastne energije in lastna stanja za fermionski sistem,

H = cic} + eocd + Aleres + chel).

Naloga 56 (1k.4.L1415): Zunanje elektrone v molekuli iz istih atomov, npr. Hy, Og,
lahko opisemo s Hamiltonijanom H = Hy + H;, kjer

Hy = U(nypnyy + nayngy), H; = t(chcﬁ + chclT + chcu + C£¢Cli)7 (23)
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in Hy predstavlja Coulombski odboj med dvema elektronoma na istem atomu, H; pa
interakcijo med elektronoma na razlicnih atomih. U in ¢ sta pozitivni konstanti, indeksa
1 in 2 se nanaSata na zunanjo orbitalo na prvem oz. drugem atomu, puscice pa na spin
elektrona. H ohranja skupno Stevilo elektronov, tako da se bomo omejili na podprostor
z dvema elektronoma (nevtralna molekula). (a) Koliksna je dimenzija podprostora dveh
elektronov? (b) Poisc¢i lastna stanja in lastne energije na tem podprostoru.

Naloga 57: Za fermionski H = Unyn, izracunaj fazno vsoto Z := tre #(H=1N) in skiciraj
kako se obnasa povprecna zasedenost (N) := Ltr(Ne =1V Kier je N = ny 4+ ny, v
odvisnosti od .

Naloga 58: Uporabi Fourierovo transformacijo in diagonaliziraj kineti¢ni del Hubbar-
dovega Hamiltonijana na L mestih, torej H = —t 3", (c; ' +Cit1,0 +hoc).

Naloga 59: V priblizku povpreénega polja bomo resili 1D Hubbardov model,

H = —tz ]Uc]+1a—|—hc —I-UZn]TnN

Jjo J

(a) Tezavo predstavlja interakcijski del, ki je kvartiéni v fermionih. Zapisi nj, = (nj,) +
(njo — (njs)), in zanemari ¢lene, ki so kvadratni v (upamo) majhnem (n;, — (n,)). Poisci
enodelcne energije dobljenega kvadratnega Hamiltonijana, in zapiSi energijo osnovnega
stanja kot funkcijo zapolnjenost obeh spinov, (nt) in (n;). (b) Za primer polzapolnjenosti,
(n4) 4+ (n;) = 1, si poglej, koliksen je (n4) v osnovnem stanju pri razliénih U.

Naloga 60 (1i.4.L1415):

(a) Za bozonski Hamiltonijan H = Ele{bl + E2b£b2 definirajmo linearni operator Agy,
ki deluje na poljubnem operatorju g kot komutator, Ay(g) = [g, H]. Pokazi, da
sta by o lastna operatorja Ay (torej, da velja Ay (by) = A\iby) in zapisi pripadajoci
lastni vrednosti.

(b) Sistem dveh bozonov s H = eala; + A (ayal + azal) zapisi v diagonalni obliki iz

(a), pri ¢emer E) 5 in by o poiséi z uporabo spoznanja iz (a), kjer za nastavek za by o
vzames linearno kombinacijo a; in as.

Naloga 61 (1k.2.L1516): Diagonaliziraj (poisci lastne energije in vektorje): (a) fermion-
ski H = cich+cacl, in (b) bozonski H = ayal,+asal na podprostoru z N := ny4+ny <= 2.

2.5 Spinski sistemi

Naloga 62: Diagonaliziraj spinsko verigo

X x 1_'_7 T T 1_7 h z
H = Zh]}]/Jrl’ J};Jrl 9 UJ ]+1+ 2 ] ]Jrl+ 2(0 +0_j+1)7 (25)

na verigi z L mesti.
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Naloga 63: Transformacija Holstein-Primakoffa med spinskimi operatorji S in bozon-
skimi a je podana s predpisom S~ := afv/2S —afa, S~ := V2S5 — alaa, S* .= S — ala.
Pokazi, da so komutatorji med tako definiramimi S-ji enaki, kot med spinskimi operatorji,
torej [S%, ST] = ST, [ST,57] =257

Naloga 64: Za feromagnetni Heisenbergov Hamiltonijan H = —J } . 5(SFS, 4SS+
©S57 .1, Kjer je SjE = SxilSy poisci nizkoenergijske vzbuditve za primer S > 1. Uporabi
transformacijo Holstem—Prlmakoffa in razvoj okoli osnovnega stanja.

Naloga 65 (2k.2.L1112):  Za spinsko verigo z lokalnimi sklopitvami, H = Zj h;,
definiramo tok magnetizacije Ji na mestu k kot Ji = i[o7, hg]. Izracunaj Jy za primer
hj = of U]_H + 0705, ,. Uporabi Jordan-Wignerjevo transformacijo, ¢; = of---0%_,0;,
kjer je o = (0 —1i07)/2, in zapisi tok J, Se s fermionskimi operatorji.

Naloga 66 (2k.4.L1112): Z Jordan-Wignerjevo transformacijo, kateri sledi Fourie-
rova transformacija iz realnega (operatorji ¢;) v momentni prostor (operatorji d), ¢; =
\/iﬁ >k €M dy, lahko Hamiltonijan H = — 3 (03075, + 0jo),,) prepisemo (do aditivne
konstante natancno) v H =), ekdzdk, kjer je € = 4 cos (k) (v vseh izrazih tece k ¢ez n
vrednosti na intervalu [0, 27]).

e Izracunaj Heisenbergovo sliko momentnih operatorjev, to je dy(t) = efldye 1t
Nasvet: najprej poizkusi izracunati eiengdqdke*iengd%
e Izratunaj korelacijsko funkcijo g(t) = (0...0lcmcl(#)]0...0) v kontinuumski li-

miti, ko lahko >, nadomesti§ z integralom. Stanje ]O...0> je osnovno stanje
H [korelacijska funkcija g(t) je povezan z verjetnostjo, da se fermion, ki je ob

= 0 na [-tem mestu, nahaja ob ¢asu t na m-tem mestu]. Koristiti utegne
o [T dxellptteose) —ip (1), kjer je J, Besslova funkcija, p pa celo stevilo.

Naloga 67 (1i.4.L1112): Zanimajo nas nizkoenergijske vzbuditve 1d antiferomagnetne
Heisenbergove verige s spinom S (ki je veliko celo ali polcelo stevilo),

H= Z Si1 + S5 SH) + 8187, (27)

kjer je Sji = S;-‘j:iSJy. Dober priblizek osnovnega stanja je stanje, v katerem je vsak drugi
spin obrnjen v nasprotno smer, |S, —S,.S, =S, ...). Ker zelimo uporabiti isto transforma-
cijo Holstein-Primakoffa, kot pri feromagnetu, S7 = S — a}aj,S;F ~ \/ﬁaj, izvedemo
slede¢ postopek: (i) na spinskih operatorjih na sodih mestih naredimo kanoni¢no trans-
formacijo S* — S*, Y — —S¥ in §* — —S5”, (ii) na dobljenem Hamiltonijanu uporabimo
trasformacjo H.-P., (iii) na nizkoenergijskem Hamiltonijanu, zapisanem z bozonskimi ope-
ratorji, naredimo Fourierovo transformacijo, (iv) diagonaliziramo dobljeni Hamiltonijan.

Naloga 68 (2k.2.L1213): Uporabi Jordan-Wignerjevo transformacijo in zapisi sledeci
Hamiltonijan,
H = hys+ hos+ hsa, hjr = ojop + oi oy, (30)

s fermionskimi operatorji.
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Naloga 69 (2k.1.L1314): Uporabi Jordan-Wignerjevo transformacijo in s fermionskimi
operatorji zapisi Hamiltonijan na trikotni lestvi,

7 6
— . . = gXg% Y 7Y
H = E :hm-ﬁ-l + E :h],J+27 hjr = ojoy + 050%.
— —

VAVAVAVA

(a) Zanima nas najmanjsa lastna vrednost Ey hermitskega operatorja H na koncnem
Hilbertovem prostoru. Dokazi, da je najmanjSa lastna vrednost H enaka naj-
manjsemu diagonalnemu elementu matrike, min(H, ;), kjer je minimizacija misljena
po vseh moznih bazah, v katerih lahko zapisemo H.

Naloga 70 (2k.4.L1314):

(b) Imejmo antiferomagnetno izotropno Heisenbergovo spinsko verigo s periodi¢nimi
robnimi pogoji,

N
1
H:Z§ Ojy1+ 05 JJ++1)+UJ g1

Jj=1

(i) Izracunaj energijo (o|H 1) Neelovega stanja |¢) = [0101...01). Ali je |¢)
lastno stanje H?

(ii) Energija Neelovega stanja je zgornja meja za energijo osnovnega stanja Ej.
Poisci spodnjo mejo za Ejy: dokazi, da je najmanjsi diagonalni matricni ele-
ment (v smislu (a)) operatorja 3 (o + 05,1 +0;0},,)+0i05,, enak —3, in potem
uporabi (a). MozZen namig: seétevan]e vrtilnih kolicin.

Naloga 71 (2k.3.L1415): Uporabi Jordan—Wignerjevo transformacijo in s fermionskimi
operatorji ¢im enostavneje Zapisi H=J, Z] kew 0300 Iy key ol —i— J, Z] ke 050

oznacen na sliki. Uporabi obhod (oStevilcenje) na levi sliki, in posebeJ tistega na desni
sliki.

Naloga 72 (2i.1.L1415): Oznacimo s 0" obicajne Paulijeve matrike na j-tem mestu,

in definirajmo ¢; := (HKJ op)oy, ind; = ([],.;07)o}. (a) lzracunaj vse antikomutatorje
med pari ¢;, med pari d;, ter krlzne med ¢; in d,. (b) Izrazi spinski H = ) ;0705 +
0jo3,, z operatorji ¢; in d;.

Naloga 73 (2i.4.L1415): Imejmo spinski Hamiltonijan H = —3 . S;, kjer je S; =

’ e - < - x .
05_1050%.1. (a) Definirajmo Uy = [[jciq 05 in Uz = [];c, 05 Pokazi, da sta Ui,
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simetriji sistema, torej, da velja UHU'T = H. (b) Izracunaj komutatorje [S;, Si]. (c)
Dokaz, da je stanje |g) = (IT; Cjju1) ++ -+~ +), Kjer je [+) = (|0) +[1))/v2 in Cjj11 =
10){0]; @ 141 + [1)(1]; ® 0%, ,, osnovno stanje H.

Naloga 74 (2k.1.L1516): (a) Definirajmo S* := v/2Saf, S~ := v/2S(a — a'a?/(29)),
in S := a'a — 9, kjer sta a in a kanoni¢na bozonska operatorja. Izracunaj komutatorje
[5%,5%] in [ST,57]. (b) Izrazi operator Cy := $(STS™ + S75T) + 5%5% z bozonskimi.
Enako naredi za C := (ST S~ +h.c.)+5%5% (c) Aproksimiraj feromagnetni hamiltonijan
H=-J Zj S; - S;+1 v blizini osnovnega stanja do najnizjega reda v .S > 1, tako da
uporabi§ transformacijo iz (a).

Naloga 75 (2k.3.L1516): Imejmo spinsko verigo H = Zj hjj+1, kjer je hjj =
—(1+7)ojof, —(1=7)ojoi,, —Aoioi , + Y(0%+0%,,). (a) Uporabi Jordan-Wignerjevo
transformacijo in zapisi H s fermionskimi operatorji (z robnimi ¢cleni se ni treba ukvarjati).
(b) Ali H poleg energije ohranja Se kaksno drugo enostavno koli¢ino? (c¢) Poiskati spekter
H je komplicirano; tukaj nas bodo zanimala samo morebitna produktna osnovna stanja v
primeru v = v/2 in b = 1 (pri drugih vrednostih je podobno). Raziséi, ali obstaja kaksna
vrednost A pri kateri je osnovno stanje H produktno stanje 1)) = |a)®", kjer je n stevilo
mest, |«) pa stanje enega spina. Kaksen je tedaj |«a)? [Namig: pomisli, kako je v primeru
produktnega osnovnega stanja s hjj1|1)].

Naloga 76 (2:i.2.L1516): Uporabi Jordan-Wignerjevo transformacijo in s Paulijevimi
matrikami zapisi t.i. t-V Hamiltonijan,

L
H = Z —t(C}Cj+1 + hC) + annj+1.

j=1

Naloga 77 (2i.3.L1516): Obravnavaj fermionski t-V Hamiltonijan,
L
H= Z —t(c;r-ch +h.c.) +Vninji,
j=1
v priblizku povpre¢nega polja. (a) Najprej zapisi n; = (n;) + (n; — (n;)), in v H obdrzi
samo ¢lene, ki so linearni v (majhnem) (n; —(n;)). (b) Uporabi Fourierovo transformacijo
in izracunaj enodeléne energije dobljenega kvadratnega H. (c¢) V kontinuumski limiti

L — oo izrazi energijsko gostoto v osnovnem stanju s povpreéno zasedenostjo n = (n;).
Koliksna bo zasedenost osnovnega stanja v limit V' > ¢, in koliksna v limit ¢ > V7

2.6 Wickov izrek

Naloga 78: Izracunaj pricakovani vrednosti (¢o|cl_cpo|do) in <¢0|ckac;g,|gb0> Vv osnovnem
stanju Fermijevega plina |¢y).

Naloga 79: Izracunaj pricakovano vrednost <¢0\c,tac(gacq/ockrg]¢o> v osnovnem stanju
Fermijevega plina.
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Naloga 80: V osnovnem stanju Fermijevega plina izracunaj:
<a> <¢0|CL,UC]H‘%UCL,J’CM—Q:U'|¢0>‘

(b) {Bolch g0l g 0rCh 0" Cho | P0)-

(C) Zk,q,o‘,a’ <¢0 |nk’,0nq,0’ |¢0> :

Naloga 81 (2k.3.L1112): Uporabi Wickov izrek in izra¢unaj pricakovano vrednost

S
(Gl it =g 1 Ch, | CRACH A CR 1)

v osnovnem stanju Fermijevega plina. c;+ in ¢; | so standardni fermionski operatorji v
momentnem prostoru za spin navzgor oz. navzdol.

Naloga 82 (1:.3.L1213): Zapisi dvodeléni “hard-core” potencial,

U ¢e|ri —re| <R
0 sicer ’

V(I’]_, r2) = {
v formalizmu druge kvantizacije. Uporabi reprezentacijo v momentnem prostoru z rav-
nimi valovi za bazo enodelénih stanj. Z Wickovim izrekom izracunaj tudi pricakovano vre-
dnost potenciala v osnovnem stanju Fermijevega plina pri temperaturi ni¢. [[ zsinzdz =
sinx — x cos ]

Naloga 83 (2k.3.L1314): Imejmo fermionsko stanje |BCS) = [], (ux + UkciuCLT)M)v
kjer za realna parametra velja uz + U]% = 1 in u, = u_y ter v, = v_;. Pokazi, da so
operatorji definirani z agr = upcpy + 'z)ch_,w in a_p = upCc_py — vkcLT kanonicni, in da je
za njih |BCS) vakuum, torej oy, |BCS) = 0, tako da lahko uporabimo Wickov izrek.

Naloga 84 (2k.2.L1514): Uporabi Wickov izrek ter rezultat naloge in izracunaj
(BCS|ngyng |BCS), kjer je ny, = clacka.

Naloga 85 (1:.5.L1314):  Uporabi Wickov izrek in izracunaj gostotno korelacijsko
funkcijo definirano z (BCS|ngn_,|BCS), kjer je |BCS) = [, (ux + kaT—mcchm@% in n, =
Zkﬂ c,t,Uch,g. Operatorji ¢, so standardni fermionski, za realne parametre v definiciji
IBCS) pa velja ui + v = 1 in up = u_j ter v, = v_;. Stanje |BCS) je vakuum za
kanonicne operatorje «y ,, ki so dani z agy = ugcyr + VkC | in o g = upc_p — VkCpyp-

Naloga 86 (2k.1.L1415): Zapisi osnovno stanje|g) Hamiltonijana H = v/e2 + A2(f] fi—
J: 2T f2) + €1 v Fockovem prostoru fermionov f;. Pricakovane vrednosti v tem osnovnem
stanju bi radi racunali z Wickovim izrekom. Ali lahko razdelimo fermionske operatorje na
dve skupini, ki bosta anihilirali|g) (oz. (g[), in bo torej za njih veljal Wickov izrek? Katere
elementarne kontrakcije (take med dvema) med temi operatorji so nenic¢elne? Uporabi
Wickov izrek in izracunaj (g|cleiches|g), kjer je e = ufy —vfo in b = vfi +ufs (u, v sta
realna parametra za katera velja u? + v? = 1).
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Naloga 87 (2k.2.L1415): Pricakovano vrednost iz naloge [86| lahko izra¢unamo tudi
brez Wickovega izreka, in sicer tako, da |g) zapisemo v Fockovem prostoru fermionov c¢;
(zveza med f; in ¢; v nalogi |86 ohranja antikomutacijske zveze, torej so tudi ¢; fermion-
ski), saj je v tem prostoru delovanje c-jev enostavno. Zapisi torej osnovno stanje |g) iz
naloge [86| v bazi stanj z dobrimi zasedbenimi Stevili fermionov ¢; in nato izracunaj ome-
njeno pricakovano vrednost [Osnovno stanje je enolicno doloceno s kompletnim setom
operatorjev, ki ga anihilirajo. To pomeni, da ga lahko npr. dobis z delovanjem ustre-
znega operatorja na primernem Fockovem stanju fermionov c;. Kakorkoli bos prisel do
|g), pokaZi, da je to res osnovno stanje.].

Naloga 88 (1i.1.L1415): 7 Wickovim izrekom izracunaj pri¢akovano vrednost izraza
kam’n:l(Mc}ckc,ﬁlan), kjer je |¢) = |1100...0) stanje N fermionov.

Naloga 89 (2i.2.L1415): Operator lokalnega toka j(r) je dan z j(r) = 5= {41 (r) Vi (r)—
VU )]0}, Kier je $(r) = Yy cuplr) operator polia, ¢i(r) = exp ik - 1)/VV, o
je pa anihilacijski operator. (a) Izra¢unaj pricakovano vrednost (j(r)) v osnovnem sta-
nju plina prostih elektronov. (b) Zapisi operator toka v momentnem prostoru, J(q) =
[ dVj(r)exp (—ig - r). (c) Izracunaj (j(r)j(r’)) v osnovnem stanju plina prostih fermionov
(vsote po k-jih ni potrebno izvrednotiti). Za racunanje pri¢akovanih vrednosti uporabi
Wickov izrek.

Naloga 90 (2k.2.L1516): Imejmo fermionsko stanje |¢)) := |0101---01;0---0), kjer
imamo do “podpicja” N mest (polovica od teh je nezasedenih), za podpi¢jem pa Se N
praznih. (a) Zapisi set kanoni¢nih operatorjev {a;} za katere je |¢0) vakuum. (b) Izracunaj
Do, p1 in po, kjer je p, := Zk<1/1|czck+rckc,t+r|¢> (lahko uporabis kakrsenkoli postopek).

Naloga 91 (1:.2.L1516):  Imejmo 2N fermionskih operatorjev ¢z, k = 1,...,2N.
Oznacimo z |g) Fockovo stanje, v katerem so zasedbena Stevila ni, = 1 za £k < N, in
ny = 0 za k > N. Stanje [¢)) je dano s predpisom [¢)) = C§v+10§v+3“'C£N—1|g> (N je
sodo Stevilo). Izracunaj C, = 2351 <7,/J|c;r-cj+rc}+rcj|@/)> zar =0,1,2,3 (za fermione velja

CjtaN = Cj).
2.7 Razno

Naloga 92: Zapisi casovno odvisno intenziteto izsevane svetlobe vzbujenih atomov za
dve razliéni konfiguraciji lastnih stanj (glej sliko):

(a) (b)

Ib>

—_— la>
la> g -

e
Ale>p Ib> p _—

(a) Tako imenovani “V” sistem.
(b) Za “A” sistem.
V obeh primerih najprej komentiraj klasi¢ni rezultat, potem pa Se kvantni racun, pri

¢emer nas zanima predvsem prisotnost interferencnih oscilacij.
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Naloga 93 (1i.4.L1314): Izracunaj in poenostavi stanje |1(t)) = e H1)(0)), kjer je
H =o%a+ 0~ a', zacetno stanje pa je [¢(0)) = > c,|+1,n). Bazna stanja Hilbertovega
prostora |s) ® |n) = |s,n) smo oznacili z lastno vrednostjo s operatorja ¢” in zasedbenim
stevilom n bozona a.

Naloga 94 (1k.5.L1415): Definirajmo Q = A ® cf, kjer je ¢! kreacijski operator za
fermion, A pa nek operator, ki je funkcija bozonskih a in a'. Hilbertov prostor je direktni
produkt bozonskega in fermionskega prostora.

(a) Pokazi, da je Q* = (QT)? = 0.

(b) 1z Q in Q' sestavimo Hamiltonijan s predpisom H = {Q, Q'}. Pokazi, da so @, Q' in
QQ' konstante gibanja, torej, da komutirajo s H.

(c) Dokazi, da so lastne vrednosti H nenegativne.
(d) Ali lahko na podlagi znanega spektra in lastnih stanj H; = QQT povemo kaj o spektru

supersimetri¢nega partnerja Hy = QTQ?

Naloga 95 (1i.4.L1516): Uporabi transformacijo Holstein-Primakoffa in poiséi priblizni
izraz za lastne energije sistema sklopljenega spina in bozona, ki ga opisuje Hamiltonijan

H = —wS, +wa'a+ (a+a") (ST +87),

A
V28
kadar je kvantno stevilo velikosti spina S veliko, spin pa skoraj popolnoma polariziran v
smeri navzgor. Ra¢unaj do ni¢tega reda v 1/.5, dobljeni H pa lahko poskusis diagonalizi-
rati tako, da bozone najprej zapiSeses z operatorji koordinate in momenta harmonskega
oscilatorja, npr. x = (a'+a)/v2w,p = i(a’ —a)\/w/2. Operatorji Sy, in ST := S, +iS;

so spinski, a pa bozonski.

Naloga 96: Za zacetni Hamiltonijan H(7 = 0) = a10*+a30” s pozitivnima a, 3 izracunaj
stacionarni H (1 — 00), kjer je H(7) resitev enacbe,

dH
b 1), () = [Ha(r), H)L
Hq(7) je “trenutni” diagonalni del H (1), torej del, ki je sorazmeren o”.

Naloga 97: Hamiltonijan H, ki deluje na prostoru L fermionov zapisimo, kot H =
> ik Cjkc;ck, kjer so Cj; skalarni koeficienti, ¢; pa standardni fermionski operatorji.

(a) A ima matrika C' kaksno simetrijo, ¢e je H hermitski?

(b) Definirajmo operator n := [Hq, H], kjer je Hqy = ZDjjc;cj diagonalni del Ha-
miltonijana H oz. je matrika D diagonalni del matrike C'. Zapisi n v obliki
n= ij Bjkc;ck in izracunaj Bjy.
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(¢) Z operatorjem 7 zapisimo tok v prostoru Hamiltonijanov zgornje oblike preko enacbe

dH

dr

[n(r), H(7)],  n:=[Ha(r), H(T)],

kjer je Hq(7) definiran s trenutnim diagonalnim delom H (7). Zapisi sistem diferen-
cialnih enacb ki veljajo za Cji (7).

Naloga 98: Imejmo Hubbardov Hamiltonijan na dveh mestih (Stirje fermioni) z neredom
jakosti h,

H(0) = —t(chc% + chc% +h.c.) + U(nipnyy + norngy) + h(—nip — nyy + noy + nay).

(a) Pokazi, da H ohranja stevilo fermionov s spinom gor, Ny = ni4 +nap, in tudi stevilo
fermionov s spinom dol, N; = n;| + ng;.

(b) Na podprostoru z Ny | = 1 poisci resitev H(7) enacbe
dH

dr

[n(r), H(7)],  n:=[Ha(r), H(T)],

kjer je Hyq diagonalni del v standardni Fockovi bazi, za zacetni H(0) pa vzemi
Hubbarda pri U =0 in t = 1.
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3 Resitve

Resitev naloge 1: Za produktno stanje je reducirani gostotni operator projektor, py =
tr|Y) (Y] = |p)(p|. Za eno kubitni A ima pa tako dve lastni vrednosti, od katerih je
ena enaka 1, druga pa ni¢. Torej je dvo kubitno stanje |1)) separabilno natanko tedaj,
ko je det(pa) = 0. Ce zapisemo stanje kot [1)) = Ry;|ij), se pogoj elegantno zapise kot
|det R|*> = 0, kar se izvrednoti v ad — v = 0.

Resitev naloge 2: (a) Ce uredimo bazo kot {|0,05), |10),[01), [11)}, imamo

01 0 O
10 0 O
A= 00 0 -1
00 -1 0

(b) Lahko eksplicitno izracunamo sled, B = > _;(j|A|j)2, ali pa Se hitreje naredimo sled
neposredno na A, try(of03) = oftra(o3) = 0.

kar da fazno vsoto Z = 4 cosh (8J). Gostotni operator je tako p = 7(1 —tanh (5.J)o703),
pricakovana vrednost energije pa (H) = —J tanh (8.J).

Resitev naloge 3: S Taylorjevim razvojem dobimo e ?# = cosh (3.J)1 —sinh (8.J)o%0¥%,
1
1

Resitev naloge 4: (a) try (A) = 0, tr(A4%) = 8, try[(cF + 03)A] = 2(aF — o¥), (b)
210) = —= (|901<P1902>I' + |p1pa1)t + p2p11)") in [1101) = %(’@190290@ —|p10402) "+
|904<p1902> |papapr)’ + [wapapr)" — lpapr1a)").

Resitev naloge 5: Najprej izracunamo akcijo £ na vseh Stirih baznih elementih.
Upostevajo¢ L'L = (1 — 07)/2 in LLT = (1 + 07)/2, takoj dobimo L£(1) = 20%. Z

oto®c~ = 0 dobimo L(¢*) = —o®, in podobno L(o¥) = —o¥. Ker je oto?c™ =
—(1+o )/2, imamo L(0*) = —20%. Ker so bazni elementi ortogonalni, lahko sedaj
takoj zapisemo rezultat
0 0 0 O
0 -1 0 O
L= 0 0 -1 0 (8)
2 0 0 =2

Resitev naloge 6: Poenostavimo v A = o{odciojol0¢, in potem dobimo [4, 030%] = 0,
kar skupaj s ciklicnostjo za ostale ¢lene, pripelje do [A, H] = 0. A% = 1, ker pomeni, da
so lastne vrednosti £1.

Resitev naloge 7: (a) p1. 1 = %(\0 0){(0---0] + |1---1)(1---1]), na n kubitih pa
pr = 5(|0---0){0---0[ +10---0){0---0] +]0---0)(1--- 1| + [L---1)|0---0)). (b) Za B,
ki je netrivialen na r mestih, imamo (¢.|B|¢+) = tr(Bp,), kar da enak rezultat ne glede
na to kateri ¢ imamo.

Resitev naloge 8: p, = £(|1)(1]+(n—1)|0)(0]), pr,; = =(]01)(01]+|10)(10] +|01) (10| +
110)(01] 4 (n — 2)]00)(00]).
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Resitev naloge 9:
1/ -1 V3 1 0

Resitev naloge 10: (a) \%(Bll)l' + [131)1- + ]113)), ki ga lahko formalno dobimo

tudi s simetrizatorjem S, = 75 > p P. (b) Dolgovezen racun nam da stanje, ki se v IL
kvantizaciji kompaktno zapise kot [111)/7-) in ki ga lahko dobimo precej enostavneje z
upostevanjem, da ni nas operator ni¢ drugega kot agal.

Resitev naloge 11: (a) —|01000), (b) [11100) — 2/101100).
Resitev naloge 12: (a) [10010), (b) |111000) + z/010100).

Resitev naloge 13: —-[[134)" — [314)" + [341) — [431)" + [413)" — |143)"] oz. npr.
v Koordinatni reprezentaciji = [y (L)e(20a(3) — (2 (1)ea(3) + v (b1 (2) —
1(3)93(2)1ha(1) + ¢1(2)3(3)1a(1) — Y1 (1)3(3)¢a(2)]-

Resitev naloge 14: Imamo ¥(r) = \/LVZ’WT e®Ter,|xo), ter po definiciji potenci-
alne energije V = [ drdr' U () U (r')V (r, ') U (r')¥(r). Vstavimo, in dobimo izraz
%Aa‘3 Z,w”w czﬁcg’gcp,&cq%_p?a. Uporaba Wickovega izreka nam nato da pricakovano

vrednost (¢o|V|po) = —Ai?;/w.

Resitev naloge 15: (a) [10011) = \/ig(|145>1'—|415>I'—|154>I'+|451>I'+]514>I'—|541>I').

(b) [aiai, bjUj] = aiijisijkak = 2iCkUk

Z Cp, — eijkaibj.

Resitev naloge 16: Najprej imamo p, = ), . CL}UC]H_,],U. V kontinuumski limiti bomo
3m2N
o
Najprej izracunamo primer ¢ = 0, za katerega dobimo S(0) = N. Za g # 0 pa imamo

naredili zamenjavo ), . — % [ dk, kjer za delce s spinom 1/2 velja kp® =

S(q) = % (N — (227‘63 [ &3k O(kr — k)O(kr — |k + q|). Oznacimo ¢/kr = u in dobimo, da
jezau>2 S(u) =1, sicer pa S(u) =1 — 15(2 — u)?(4 4 u). Do rezultata lahko pridemo

tudi z uporabo Wickovega izreka.

Resitev naloge 17: Z indukcijo lahko pokazemo, da velja [a, (a")"] = n(a’)"~!. Taylor-

jev razvoj potem da [a;, f (a;)] =f (a}). Drugi izraz lahko dobimo s hermitsko adjungacijo

prvega, [a;[7 f(aj)] = _f,(aj>'

Resitev naloge 18: Funkcijo g(z) razvijemo v vrsto okoli z = 0, za odvode pa z
neposrednim raéunom dobimo ¢(0) = a, ¢'(2) = —a'g(z) + g(2)a', in torej ¢’(0) = 1, vsi
vi§ji odvodi pa so ni¢. Torej g(z) = a+ z. Do rezultata lahko pridemo tudi ¢e uporabimo
rezultat naloge 17} in zapisemo ([e=*%', a] 4+ ae=**")e**’ = —(—z)e**'e**' 4 q.

Resitev naloge 19: Za zacetek uporabimo Baker-Hausdorffovo enakost, in pokazemo,

ol i y . i
da je e7** ®ae** ¢ = ae®. Podobno pokazemo tudi e afera'a Do rezultata

—zaTa z

= afe 2.
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sedaj ni ve¢ dale¢; f razvijemo v dvojno vrsto in med potence bozonskih operatorjev

. ) ) tq — ot
vrivamo identitete e*® %e—*%'®,

o o T o .
Resitev naloge 20: Enakost pomnozimo z desne z €** ¢ nakar upoStevamo, da velja
ot t . . 1. .. . .
zveza e ** %qe*®* = ge* (Heisenbergova slika anihilacijskega operatorja za harmonski

oscilator).
Resitev naloge 21: [A, B] = 2iD, [B, D] = 2iA, in [A, D] = —2iB.

Resitev naloge 22: Za harmonski oscilator (ali mnozico nesklopljenih harmonskih osci-
latorjev) je v termi¢nem stanju nenicelna samo pri¢akovana vrednost (al(k)a,(k))s =:
ns(k) (in pa (as(k)af(k))), medtem ko sta (af(k)al,(kK)) = 0 in (as(k)ay(k')) = 0. Tako
dobimo za W

;m!q-exk)wunxk)) - ;miq-ewcm<§5hws<k>>- (10

Resitev naloge 23: (e* — 1)clc + 1.
Resitev naloge 24: ¢+ z(1 — 2cfe) — 221,

Resitev naloge 25: Najprej dobimo (z(t)z(t')) = 52— [(1 4 ng)e =) + ngelwt=1],

2mw
od koder sledi rezultat 2= cot 242 cos [w(t — ¢')].

Resitev naloge 26: Razvoj da al|z) = z|z), ter (z]z) = €l’, torej (z]alz) = zel*.
Podobno dobimo tudi (z;]z) = e*1%2.

Resitev naloge 27: Ce spremenimo predznak dvema spinskima komponentama, to
ohranja komutacijske zveze [S®, SP] = ihe*?7S7.

Resitev naloge 28: Zapisimo transformacijo v matriéni obliki (dy,ds) = Uley,ch). Z
eksplicitnim ra¢unom lahko preverimo, da so po konstrukeiji vsi {d;,d;} = 0, iz pogoja
{d;,d}} = 0, pa dobimo UUT = 1.

Resitev naloge 29: [dy, di] = 0, [dy, dl] = 1—2ny. Za j > k pa [dy, d;] = O ter [dy, d;] =
0. Primerjava z Jordan-Wignerjevo transformacijo hitro razkrije, cemu je dejansko enak
d;.

Resitev naloge 30: Lahko uporabimo zvezo BCH, ali pa neposredno izra¢unamo, [z]" =
a, [22) = 2aTz — v1, ker smo oznaéili z := ua' — va, ter z indukcijo dokazemo splosno
zvezo [2"] = ra’z"™t — r(r —1)%2"2. Resumacija Taylorjeve vrste nam da zahtevano
desno stran enakosti.

Resitev naloge 31: Oglejmo si delovanje PH in H P na baznih stanjih [nins). Vektorja
|00) in |11) sta lastna vektorja P z lastno vrednostjo +1, vektorja |01) in |10) pa lastna
s lastno vrednostjo —1. Tako dobimo H P|00) = —A|11), HP|11) = —A|00), HP|01) =
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110), HP|10) = |01), ter enake izraze za PH. Slo bi seveda tudi tako, da algebrajsko
pokazemo [H, P| = 0.

Resitev naloge 32: Najprej imamo [¢(t)) = cos(¢)]|0) + sin (¢)e'Xe ' !|1), od koder
dobimo (¢ + ¢') = sin (2¢) cos (x — t).

Resitev naloge 33: Najprej izracunamo fazno vsoto, Z = 1/(1 — e~#). Z uporabo
zveze BCH imamo (e®@ta’) = e~/21 (n|e“®e1 [n)eFen = Se /2 > ok (Z‘;Q!k (n +
1)+ (n+k)e=?". V vsoti po n prepoznamo binomsko formulo za razvoj (1—x)~*+Y tako

da lahko izraz poenostavimo v te /23", (O‘kL,)k(l — e Be)=(hH) = o=/ exp <1jzﬂ5> =
exp (455 ).

Resitev naloge 34: [A®B,C®D] = 3([A, C]®{B, D}+{A, C}®[B, D]). Za komutator,
ki ga potrebujemo v BH zvezi, dobimo [a ® B,a' ® O] = 1 ® (BC), vsi nadaljni gnezdeni
komutatorji pa so ni¢, kar privede do rezultata a' ® C' — 21 @ (BC).

Resitev naloge 35: (a) Izracunamo vse potrebne komutatorje in dobimo pogoj LL' = 1.
(b) Vzamemo lahko kar ortogonalni nastavek Lj; = cos ¢, L1s = sin, Loy = —sin g, Loy =
cos ¢, od koder dobimo, da z ¢ = 7/4, torej b1 = (a; + az)/V/2 in by = (—a; + as)/V/2,
izni¢imo izvendiagonalne clene.

Resitev naloge 36: Operator lege v Heisenbergovi sliki je z(t) = znfwo (ae~iwot 4
afel“ot). Korelacijska funkcija je (z(t)z(0)) = QTswo(e/B:;Sf;jot + e,ﬁj:(?il) = 3z + %),
kjer smo oznaéili z := eﬁ."‘w‘)/?e?_i“’ot iny := 2mwosir?lf?ﬁhwo/2)' Sedaj imamo S(k,w) =
e W [37 I (y)enfhwo/2eminwotelet 4 = 2me=2W 5% [ (y)e"Ph0/25(w—nwy) in konéno

S(k,w) = 2me2WefMw/25% [ (y)§(w — nwp). Ob sipanju na fononski gostoti imamo
torej v sipalni amplitudi serijo vrhov pri veckratnikih wy — elasti¢no sipanje je ¢len z
n = 0, ostali pa predstavljajo neelasti¢no sipanje — momentna odvisnost pa je dana z

modificirano Besslovo funkcijo.

Resitev naloge 37: Heisenbergova slika da c(t) = e *c, od koder dobimo C(t,t') =

=1 4+ n) +hee. = 25 cos {e(t — ')}

Resitev naloge 38: (F(t)) = 0, za kvadratne ¢lene pa imamo (z%) = 3'—(1 + 2n),

(p*) = hmT“’(l + 2n), (zp) = i%, in (pr) = —i%, kar nam da (F(t)F(t+ 7)) = %{(1 +
2n) cos (wt) + isin (wT)}.

zat  _zal

Resitev naloge 39: Ker velja e ** ae™ = a+ z, nam Taylorjev razvoj da A = f(a+2).

Resitev naloge 40: (a) X2 = 0in (XT)2 = 0, prav tako pa vidimo, da je XTXXT = XT
in XXX = X. (b) Uvedimo oznaki A = X' — X ter B = —A% = XX + XXT,
in uporabimo (a), kar nas pripelje do 4> = —BA = —A, A* = B,..., in kon¢no do
eM = Asin A\ + 1 + B(cos A — 1).
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Resitev naloge 41: (a) Razvoj v vrsto in resumacija da 1 cosh A + Asinh A, (b) Npr.
A=c+cl.

Resitev naloge 42: (a) Z = l—exp(l—ﬂE1) l—exp(l—BEQ)’ (b) 0ln Z/0(—p) = Ey/(exp(BE,)—
1) + Es/(exp(BE2) — 1).

Resitev naloge 43: Komutatorji so enaki kot za spinske operatorje, torej [Jy, Jy| = 1J,,
in ustrezne cikliécne permutacije.

Resitev naloge 44: Enako kot pri nalogi Dva fermiona sta torej ekvivalentna dvema
spinoma 1/2.

Resitev naloge 45: J? = 3(n; 4+ ny — 2mny), L? = 3(1 — ny — ny + 2n4ny).

Resitev naloge 46: (a) |0) je lastno stanje z Ey = 0, |1) paz Ey = E. (b) (n) =
1

eB(E—p) 41"

Resitev naloge 47: V bazi {|0,0,), |10),]01),]11)} dobimo

00 0 A
0 ¢ 0 0
H=110 10 _c 0
A0 0 0

Takoj preberemo dve lastni stanji [10) in |01) z energijama +e, na preostalem dvo-
dimenzionalnem podprostoru pa dobimo (|00) + |11)) z energijo A, in (|00) — |11)) z
energijo —A.

Resitev naloge 48: Lastna energija £ = 0 je dvakrat degenerirana, lastni stanji sta
|00) in |11), na preostalem prostoru pa sta lastni energiji £ = £+/&2 + A2

Resitev naloge 49: Uporabimo simetrije. H komutira z operatorjem skupnega Stevila
fermionov N = > i c}cj, zato ga lahko diagonaliziramo posebej na vsakem podprostoru
z dobrim Stevilom delcev. Na enodimenzionalnih podprostorih dobimo Ey = 0 in lastni
vektor |000) in podobno na |111) lastno energijo £y = 3¢. Na podprostoru z enim delcem
pa imamo

H|001) = £]001) + A(]100) + [010)),
H[010) = £]010) + A(]100) +]001)),
H|100) = £]100) + A(|010) + |001)). (14)

Brez eksplicitne diagonalizacije hitro vidimo, da je en lastni vektor (1,1, 1) s pripadajoco
lastno vrednostjo sy = €¢+2A,en (1,0,—1) z F3 = e—A, in zadnji (1, —=2,1) z £, = e—A.
Na podoben na¢in dobimo na podprostoru z dvema delcema (1,0, —1) z E5 = 2 + A,
(1,-1,1) z Eg =2e —2A,in (1,2,1) z E; = 2e + A.

Lastne energije v sektorju z dvema delcema bi lahko dobili iz tistih v sektorju z
enim delcem tudi z uporabo simetrije: ¢e naredimo zamenjavo ¢ <+ ¢/ (ki je kanoni¢na,
torej ohranja spekter), in bi ji lahko rekli “particle-hole” transformacija, vidimo, da se
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prvotni Hamiltonijan preslika kot H(e, A) — 3¢l + H(—¢, —A). To pomeni, da dobimo
lastno energijo E’ v sektorju z dvema delcema iz tiste E v sektorju z enim delcem kot
L’ = 3¢ — E. Ista simetrija seveda velja tudi med sektorjema z nic¢ in tremi delci.

Resitev naloge 50: V transformaciji bomo potrebovali le en realni parameter, tako da
nastavimo
dy == ucy + velb, dy == —vey + uch, (16)

kjer nam pogoj za kanoni¢nost d; 5 da vez u* + v* = 1. To pomeni, da se splaca iz-
brati parametrizacijo u = cos ¢ in v = sin ¢ (taki transformaciji pravimo transformacija
Bogoliubova). Prosti parameter ¢ dolo¢imo tako, da bomo imeli v Hamiltonijanu zapisa-
nem s transformiranimi fermioni le diagonalne ¢lene (operatorje zasedenosti). Po nekaj
racunanja nam to da pogoj tan (2¢p) = A/e, od koder lahko izrazimo potrebne izraze za

cos (2¢) = e/v/e? + A? in sin (2¢) = A/v/e? + A?. Hamiltonijan se tako zapise kot
= V2 + A2(dldy — did,) + e =: konst. + Zgjd*d (17)
Enodeléni energiji sta e; = /22 + A2 in ey = —v/e2 + A2, Stiri lastne vrednosti H sedaj

dobimo s preprostim polnjenjem enodelénih nivojev €;, kar da €, ¢, ¢ £ ve2 + A2,

Resitev naloge 51: Fockova stanja so kar lastna stanja H, tako da takoj dobimo

(1)) = J5(e7[10) + €]01)), in (1(0)[)(t)) = cos (et).

Resitev naloge 52: Celotno bazo 2* stanj razdelimo na simetrijske podprostore glede
na lastne vrednost (Z, Py, Py) vseh treh simetrij. Tako imamo :

(4,1,1) : {]0000)}
(—4,1,1) : {|1111)}

(3,1,1) : {%(|1011> +1]0111) + |1110) + |[1101))}
(3,1,-1) : {%(|1011> +[0111) — [1110) — |1101))}
(3,-1.1) = {5(11011) + [0111) — [1110) — [1101))}

(3,—1,—1 {%(|1011) —[0111) — |1110) + [1101))}

)
Z =1 enako kot Z = 3, le da zamenjamo Oin 1
(2,1,1) {—=(|1100) + |0011)), (]1010) + |0101)),
f \/5

2.1,-1) : {—
(2,-1,1) : {
(2,-1,-1) : {—

(|0110) + |1001))}

Sl

- ([1100) — [0011))}

Sl

=(/1010) — [0101))}

Sl

~(/0110) - [1001))}. (18)

Sl
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Pri konstrukeiji teh baznih stanj si pomagamo z dejstvom, da za operator parnosti ve-
lja P? = 1, in torej lahko iz poljubnega stanje |1)) dobimo stanje z dobro parnostjo
z ~ (1 £ P)l¢)). Da dobimo vse lastne energije H je treba diagonalizirati en 3 x 3
blok, in 10 enodimenzionalnih. Na enodimenzionalnih takoj dobimo lastne energije
0,0,4,0,0,—4,4,0,0, —4 (naStete v istem vrstnem redu kot smo nasteli podprostore).
Na edinem netrivialnem podprostoru pa imamo matriko

0 40
40 4 (19)
040
z lastnimi vrednostmi 0, +4+/2.
Resitev naloge 53: Za izracun [N, H] = 0 potrebujemo [a'a, a’c + cfa] = —cla +alc in
[cfe,a’c+ cla] = —ca® + act. Na podprostoru z N = 0 imamo trivialno lastno energijo 0.

Na preostalem podprostoru pa je potrebno diagonalizirati dvodimenzionalne bloke H, ki
jih razpenjajo stanja {|n,0), |n — 1,1)}. Dobimo

Haxz = ( ?% hw(nj—\/?) +e ) ’ (21)

kar da lastne energije (¢ + hw(2n — 1) £ /(hw — €)2 + 4.J%n) /2.

Resitev naloge 54: Po Fourierovi transformaciji dobimo H = —t 3, (D clgcra +
D*cl yerp) + SZk(CLAckA + ¢l pern), kjer je D == 1 + /%2 4 el*P Posamezni k-ji so
razklopljeni, tako da dobimo lastne energije 0 in 2¢ za stanji brez oz. z dvema elektro-
noma, in ¢ + t|D| za stanji z enim elektronom. Ce oznacimo z ¢ = |a|/v/3 = |b|/V/3
razdaljo med sosednjimi atomi, imamo eksplicitno obliko |D|?> = 3 + 2cos (v/3ck,) +
4 cos (3ck,/2) cos (v/3ck,/2) (glej sliko). V posebnih tockah Brillouinove cone (npr. k, =
47/ (3¢v/3), k, = 0) je lahko |D| = 0, kar privede do znamenite stozcaste oblike ener-
gijske ploskve v okolici teh t.i. “Diracovih” tock (Hamiltonove koniéne singularnosti),
EF~et %k, ¢e je k radialna oddaljenost od Diracove tocke.
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Slika 2: Lastne energije elektronov v grafenu, E =e +t|C|,zac=t=11ine = 0.

Resitev naloge 55: Hamiltonijan ohranja parnost skupnega stevila fermioniv, tako
da lahko diagonalizacijo razbijemo na dva podprostora. Na lihem podprostoru imamo
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H|01) = —|10), in H|10) = —|01), od koder lahko takoj vidimo, da sta %(|01) + |10))
lastni stanji z energijama E = F1. Podobno dobimo na sodem podprostoru H|00) =
—A|11), H|11) = —AJ00), kar da lastni stanji \/Li(|00> +(11)) in energiji £ = FA.

Resitev naloge 56: (a) (;) = 6. (b) Bazo uredimo kot [1,1;2,2;), in imamo

H;|0011) = —¢|0110) + ¢/1001)
H|1100) = ¢]1001) — ¢/0110)

H;|0101) = 0

H,|1010) = 0

H,;|1001) = ¢]1100) + ¢|0011)

H;|0110) = —¢#|1100) — ¢|0011),

medtem ko je Hy diagonalen. Takoj preberemo tri lastne vektorje, ki jim pripada lastna
vrednost 0, in sicer [0101), [1010), \/Li(|1001) + ]0110)) (prva dva imata neniceln spin v
smeri z — del tripleta; tretjemu bi rekli “kovalentna vez” — elektrona deljena med dva
atoma). Podobno vidimo, da je \%(\0011) —11100)) lastni vektor H z lastno vrednostjo
U (“ionska” vez, ker sta oba elektrona na enem atomu). Ostane nam torej le se dvodi-
menzionalni podprostor, ki ga razpenjata |1001) —|0110) (“kovalentno”) in [1100)+|0011)
(“ionsko”), in na katerem se H zapise kot

0 2t

(7 ) 2
kar da lastni vrednosti Ay = Z(1++/1+ 16t2/U?) in (nenormirana) lastna vektorja v tej
bazi (2t, Ay). Vidimo, da je za pozitiven U (Coulombski odboj med elektronoma) najnizje
stanje tisto z A_, in je meSanica “kovalentne” in “ionske” vezi. Za velike U je A_ = —%,
vez pa ima le majhno primes “ionske”, ureditev spinov pa je tedaj antiferomagnetna.
Vidimo tudi, da je A_ negativna na rac¢un kineti¢nega dela (za ¢ = 0 bi bila minimalna
energija 0), ki, ¢etudi je majhen, zniza energijo stanja, ¢e je le to delokalizirano. Omenjeni
Hamiltonijan imenujemo Hubbardov, in je, ko ga zapiSsemo na L mestih, pomemben v
kondenzirani snovi.

Resitev naloge 57: 7 = 1+ 2 +e U201 (N) = 2(ePH +e=PUF21) /7 (N) se giblje
med 0 in 2; pri nizkih temperaturah ima dolg plato pri enojni zasedenosti (“half-filling”),
nato pa okoli u = U skok na dvojno zasedenost (ta skok preprosto pomeni, da nas stane
~ U, da dodamo drugi elektron).

Resitev naloge 58: Vzamemo dLU = %Z; eikjcja, kjer je k = 2xl/L za PBC, in
dobimo H = Y, —2tcos (k)d}_dy,. Vidimo, da imamo obicajni Blochov pas Sirine
4t. 'V limiti ¢ > U bodo torej lastne resitve Hubbarda sestavljene iz (delokaliziranih)
ravnih valov, v blizini osnovnega stanja pa bodo, ne glede na stevilo elektronov, na voljo
proste orbitale, kar pomeni, da se snov obnasa kot kovina. Na drugi strani pa bo za
U > t in polovictno zasedenost (half-filling, t.j., povpreéno en elektron na mesto) na
vsakem mestu en elektron, majhen nenicelni ¢ pa bo povzroéil antiferomagnetno ureditev
v osnovnem stanju (kar lahko vidimo iz rac¢una na dveh mestih). To pomeni, da bo
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najblizje nezasedeno stanje v energiji oddaljeno ~ U > t, saj nas toliko stane premik
elektrona na sosednje (zasedeno) mesto. Posledi¢no se snov v limit U > ¢ in nizkih
temperaturah obnasa kot izolator. Ce spreminjano U od velike proti majhni vrednosti,
mora biti nekje vmes t.i. Mottov prehod med izolatorjem in kovino.

Resitev naloge 59: Po standardni Fourierovi transformaciji imamo H = —U L(n4){(n; )+
> o —2tcos (k) (ngy 4+ nky) + U(ngg(ny) 4+ ngy (ng)). Pri danih zapolnjenostih sestejemo po
ustreznih momentih k£ = 27l/L, t.j., do ustreznega fermijevega valovnega stevila, in do-
bimo Ega/L = U{nt)(n,)—Z[sin (7(ns))+sin (w(n;))]. (b) Iz minimizacija Egyq vidimo,
da bo pri velikih U optimalen (n4) = 1 (ali 0), torej feromagnetna ureditev, pri majh-
nih U pa bo (n4+) = 1/2, torej paramagnet. Ta rezultata sugerirata popolnoma napacno
fiziko — priblizek povprecnega polja v tem primeru ni dober, saj je v resnici ureditev
antiferomagnetna (glej npr. nalogo |56)).

Resitev naloge 60: (a) Ay(by) = E1by in Ay (by) = Esbs. (b) Nastavek by = way + vas
in pogoj Ap(by) = Aby privede do

(30) ()= (0)

in enako za by. Lastni problem torej da Eis = 3(e £ Ve2+4A2%), in byo = A1o({e £
Ve? +4A%} a; + 2Aay), s taksnima A; 5 , da bo veljalo u? + v? = 1.

Resitev naloge 61: (a) |00) in |11) sta lastna vektorja z lastno vrednostjo 0, (|01)+|10))
ima lastno —1, (|01) — |10)) pa +1. (b) |00) ima lastno 0, (|01) + |[10)) ima lastno
1, (|01) —]10)) lastno —1, (|02) — |20)) lastno 0, (|02) + |20) 4+ v/2|11)) lastno 2, in
(102) + |20) — +/2[11)) lastno —2.

Resitev naloge 62: Jordan-Wigner za primer periodi¢nih robnih pogojev spinske verige
nam da

L-1
H = —hL+2hN + Ez(cjc;r-Jrl - c}cjﬂ + ycicii — ’yc;c;rl) -
j=1
+ (=) (cher + el + clep +yeien), (26)

kjer je N := Zle n;. Ce imamo odprte robne pogoje zadnjega ¢lena v zgornji enacbi ni.
Ta clen lahko zapisemo v isti obliki, kot ¢lene v vsoti, ki jo tako lahko potegnemo do L,
¢e predpisemo, da je cryq := —c; za sode N + L, in ¢f4q := ¢; za lihe N + L (N je kon-
stanta gibanja, zato se lahko vedno omejimo na podprostor z dobrim stevilom fermionov).
Naslednji korak je Fourierova transformacija, ¢; =: # S dye' 7% na momentne fer-
mionske operatorje d. Za lihe N 4+ L zasede k cele vrednosti, £ = 0,1,...,L — 1, za
sode N + L pa polcele, k = %, %, oo L— % Od zdaj naprej naj bo N + L sod. Po nekaj
racunanja dobimo H + hL = S°F  ep(didy + di_dp 1) — Sob_ Apldpdp_y + db_,.dl),
kjer je ey = h—cos (32k) in Ay = vsin (22k). Fermioni so sedaj sklopljeni le e po parih,
ki jih lahko razklopimo s transformacijo Bogoliubova (naloga [50). To nam kon¢no da
H= 25:1 ex(2f] fr. — 1), z enodelénimi energijami €, = 1/e2 + A2,
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Resitev naloge 63: Prvi komutator lahko izracunamo tako, da uporabimo komutatorje
med bozonskimi, drugega pa najlazje tako, da ga izpiSemo, in nato izraz poenostavimo.
Komutatorji so sicer enaki, prostor nad katerim delujejo pa je razlicen!

Resitev naloge 64: V lastni bazi S? je osnovno stanje |S,S,...,S) (ker je sistem
izotropen je osnovno stanje v resnici (25 + 1) krat degenerirano). To lahko pokazemo
tako, da za dva soseda zapiSemo S; - S, = %(Sl + S5)? — %S% — %S% < S%. Sedaj
uporabimo transformacijo H.-P., in v razvoju obdrzimo ¢lene, ki so najve¢ kvadratni
v bozonih. To nam da H = —JS*n — JS Zj(ajajﬂ + a;ajﬂ — 2a;aj). Nato naredimo
Fourirovo transformacijo, a; = \/Lﬁ S, e by, in dobimo H = —JnS? 4+ 37, exblby, kjer
je energija enodelénih vzbuditev (magnonov) dana z ;, = 4.JS sin? g Za majhne valovne
vektorje imamo kvadratno disperzijo, ki je posledica zvezne simetrije zacetnega modela.
Stanja z enim magnonom so sicer to¢na lastna stanja tudi za prvotni H, superpozicije
magnonov pa ne ve¢ — pokvarijo jih ¢leni visjih redov, ki smo jih v razvoju zanemarili.
Opis z magnonskimi kvazidelci je tako samo priblizen in smiseln le pri nizkih energijah
in majhnih gostotah.

Resitev naloge 65: J), = 2(c¥0y,, — olof.,) = 4i(chor + cxch, ).

Resitev naloge 66: Ob upostevanju (e* — 1)cfc + 1 hitro dobimo di(t) = e **'d,,, kar
da g(t) = (0>, « Leiamq e=ikleiertdl|0) — il . (4¢).

Resitev naloge 67: Po (i) dobimo H ~ —S*n+573_; (Qa}aj +ajajy + a}ahl). Fourier
a; = \/iﬁ S e b nam da H = —52n+S 3, (205 bg +cos (k) {brb_+bLb . }). Vidimo, da
sta sedaj sklopljena samo Se po dva bozona, by in b_j, tako da uporabimo transformacijo
Bogoliubova na dveh bozonih,

by, := cosh ©y, B;, — sinh O, BT_k, bT_,€ := — sinh Oy, 31, + cosh O, BT_k, (28)

ki smo jo parametrizirali tako, da je kanoni¢na. Nediagonalni ¢len [, ima pred-
faktor —sinh (20y) + cos k cosh (20;), kar pomeni, da moramo izbrati tanh (20;) =
cosk. Na drugi strani je faktor pred obema diagonalnima ¢lenoma enak cosh (20y) —
cos k sinh (20y), tako da lahko H dokoné¢no poenostavimo v

H=-nS(S+1)+28) |sink|(B]8 + %). (29)
k

Resitev naloge 68: & = (2n, —1)(2n;— 1)(crch 4+ cacd) + (2ns — 1) (cach 4 cach) + (esch +

cach).

Resitev naloge 69: Ce uporabimo Jordan-Wignerja v isti cik-cak smeri, kot so ostevilce-
na mesta v H, imamo med sosedi (diagonalne precke na sliki) h; j11 = 2<CjC}L-+1 — c;r-cj+1),
med naslednjimi sosedi (horizontalne precke na sliki) pa hj 1o = 2(2n41 — 1)(cjc; 42—

C;Cj+2)-
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Resitev naloge 70: (a) Spektralni razcep nam da H = >, A|]A)(A|, od koder takoj
vidimo, da za poljuben |¢) velja (¢|H|¢) > min(\) = Ey, z enakostjo v primeru |¢) =
|Eo) (0z. za poljubno linearno kombinacijo degeneriranih osnovih stanj). Torej je Ey =
ming (| H 1)), kar pa ni ni¢ drugega kot diagonalni matricni element v bazi, kjer je
eden izmed baznih elementov enak . (b.i) Velja (¢|H|) = —N, ni pa lastno stanje,
saj ni lastno stanje “skakalnega” dela Hamiltonijana. (b.ii) Sklopitev med sosednjima
spinoma s spinskimi operatorji zapisemo kot 4s; - so, produkt spinskih operatorjev pa
s1-82 = 3([s1+82]? —s? —s3). Dva spina 1/2 lahko sklopimo v skupno vrtilno koli¢ino 0 ali
1, kar pomeni, da je min(s; - so) = —3/4, in torej zagotovo Fy > —3N. Bethe je za toéno
energijo osnovnega stanja v termodinamski limiti dobil EFy = —(4In2 — 1)N ~ —1.77N,
ker seveda lezi med mejama, ki smo ju dokazali.

Resitev naloge 71: Ce imamo sklopitev med sosednjimi indeksi (sosednjimi v smislu
osteviléenja v Jordan-Wignerjevi transformaciji), imamo ofo},, = (¢; — c})(cjﬂ + c} +1)
inofo?, | = (c; - cj)(c; +1— ¢j+1). Dodatni fazni faktor imamo za levi primer med prvim
in zadnjim mestom, kjer imamo o{of = [H§:2 O';](CJ{ +c1)(ch+ce) = [H?:1(2”j —1D))(ch —

cl)(cg + cg).

Resitev naloge 72: (a) Iz Jordan-Wignerja prepoznamo, da je ¢; = ¢ + E}L- in d; =
i(¢; — 6}), kjer so ¢; standardni Fermionski operatorji. Od tod dobimo {¢;,cr} = 20y,
{dj,dr} = 265, in {c;,dr} = 0. ¢; na razlicnih mestih antikomutirajo — predstavljajo
fermionske delce — hkrati pa velja c; = ¢j, torej so sami sebi antidelci, in c? /2 = 1. Takim

delcem pravimo Majoranovi fermioni. (b) H =1}_,(cjd;j41 — djcjt1).

Resitev naloge 73: (a) Dovolj je pokazati, da je o] 1y0%(07050%)0] 1905 = 00503, ter
tudi 1,05 13(070505) 110513 = ofo30;. Fizikalno pa lahko vidimo da U 2 obrneta vsaki
drugi spin (spremenita predznak o” in ¢¥), kar ne prizadene S;, ki vsebije sodo o”. (b)
Izracunati je treba tri primere, ko se S; in Sy “prekrivata” na 0,1 ali 2 mestih. V vseh
primerih pa je rezultat [S;, Sk] = 0. (c) Ker S; med seboj komutirajo, in torej tudis H, jih
lahko hkrati diagonaliziramo. Torej je tudi osnovno stanje hkrati lastno stanje vseh S;.
Potrebno je torej pokazati, da je |g) lastno stanje S;. Dan S; bo imel prekrivanje s §tirimi
zaporednimi Cj,j-i-la zato si ogledamo 0%0%0‘;(0071017202730374) = (0071017202730374)0'f,
kjer smo uporabili ¢”|0)(0| = [0)(0], o”|1)(1] = —|1)(1|, in 07C1 2 = C1207. Ker je |+)
lastno stanje ¢, imamo S;|g) = |g). Sedaj moramo pokazati le, da je 1 najvecja lastna
vrednost S, kar je posledica tega, da je S; produkt Paulijevih, od katerih ima vsaka
lastne vrednosti +1, in je torej lahko lastna vrednost S; kvecjemu 1.

Resitev naloge 74: (a) [S%, S%] = £5%, [S+,87] = 257 ((S7)T # ST). (b) C) =
S(S+1)1,Co=(n+S*)1. (¢) H= —JSZj(a}ajH + ajajﬂ) +2JS5% 2, ajaj — JS?n.

Resitev naloge 75: (a) hj;+1 = —2(cjc;r-+1 — c;r-cjﬂ) — 29(¢jcip — c}c;r-ﬂ) = A(2n; —
1)(2nj41 — 1) + b(n; + nj41 — 1). (b) Npr. parnost. (c) Osnovno stanje je stanje z
minimalno energijo. Za produktno stanje, je le-ta dana kar z (aa|hy o| ), torej 2-spinsko
produktno stanje |wa) minimizira energijo h. Stanje, ki minimizira energijo h je tisto
lastno stanje h, ki ima najmanjso lastno vrednost, in torej mora biti produktno |a«) lastno
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stanje h. Vprasanje torej je, kdaj bo imel h produktno lastno stanje, ki bo hkrati tudi
osnovno. h lahko diaogonaliziramo posebej na sodem in lihem podprostoru, kar nam da
na sodem podprostoru iz {|00), |11)} najmanjso lastno vrednost Ay, = —A — /b + 472
in lastni vektor (b + /b? + 42, —2v), ki pa ni nikoli produkten. Na lihem podprostoru
iz {|01), |10) } imamo A, = —2+ A in pripadajoci lastni vektor (—1, 1), ki tudi ni nikoli
produkten. Lahko pa se zgodi, sta obe najmanjsi lastni vrednosti enaki, in v tem primeru
je lastni vektor lahko superpozicija obeh, in je tako lahko produktno stanje. Ce enacéimo
najmanjsi lastni vrednosti iz obeh podprostorov za nase konkretne vrednosti parametrov
dobimo pogoj A = —1/2, lastna vektorja (1, —v/2/2) in (1,—1), s katerih kombinacijo
(|01) —]10)) + u(|00) — \%HD) pri 42 = /2 dobimo Zzeljeno produktno osnovno stanje

|a)a).
Resitev naloge 76: H = L3 o707, +olo)  + %> (07 +1)(07,, +1).

Resitev naloge 77: (b) H = —ViL + Y, exnu, Kjer je e, = —2tcos (k) + 2Vn, in
k =2mp/L za PBC. (¢) E/L = —2sin(rn) + Vi?. Za velik V bo minimalna energija pri

n =0, za majhen V pa prin =1/2.

Resitev naloge 78: Fermionske operatorje razpisemo po ustreznih “particle-hole” ope-
ratorjih, za katere velja Wickov izrek, in dobimo (¢g|ch, cpor|d0) = ((bolc,tl_alcpgfw()} =
Okopo O(kp — k), in (¢0|ckgcjw,|¢o> = <¢0\QCI_JICLU,|¢0> = OroporO(k — kr). To sta dve

osnovni kontrakciji za fermionske operatorje in Fermijevo morje.
Resitev naloge 79: —0j ,0x ;O (kr — k)O(kp — q) + 0k 04,9 ©(kp — k)O(kr — q).

Resitev naloge 80: (a) 0,00 (kr —k)O(kr — k') + 0k ' —400.0: O (kr — k) [1 — O (kr — |k +4])],
(b) —(5070/5k+q7k/@(kp - k/)@(kp - k) + 5q70@<kF - k‘)@(kF — k,), (C) N2.

Resitev naloge 81: Zaradi spinskih indeksov imamo le dve nenicelni popolni kontrakciji,

kar nam da ©(kp — k")O(kr — k)O(kr — k') (0k+q.k — 0q0)-

Resitev naloge 82: Fourierova transformacija je V, = [dr U(r)e 9" = Ui—?{(sin (qR) —
qRcos (¢R)). To nam da V = @E%M, q%[sin (qR) — qRcos (qR)]chcL_qck/ck, in
(¢0]V]¢0) = @ qukyk, q%[sin (qR) — qRcos (qR)]|O(kp — k)O(kr — k') (040 — Okrqi)-

Resitev naloge 83: Eksplicitni racun da {ax,, ays} = 0, prav tako {axs, oy} = 0.
Antikumutatorje med a'-ji dobimo z adjungacijo teh zvez, krizni pa dajo {Qe, yo } = Ok g
in {ay, g} = 0. Oznacimo Ay = uy + UkCT—mCLT- Ce je |k| # |q| velja ake Ay = AgQios
sicer pa OékTAk = AkaT, OékJ,Ak = AkOé]Q n Oék¢A—k = A_kcki, akTA—k = A—kakT- Ko
delujemo z agt na [BCS) le-ta komutira z vsemi A, razen z Ay, ko dobimo dodaten c.
Ta potem komutira z vsemi ostalimi A,, tako da ga lahko pripeljemo na desno do |g), ki
nam ga anihilira. Zgodba je analogna tudi za ayy.

Resitev naloge 84: Imamo nyy = (ukaZT — Up_gy ) (Up ey — vkaiki), ter ng = (uqozjn +
Vg —gt) (Ugorgy + vqaiqf). Uporabimo Wickov izrek za «, kjer prezivijo le sparitve tipa
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oz;woz:;a, = 0k 400,0', Kar nas pripelje do (ngn,,) = Ukl) + UZVE0k, g

Resitev naloge 85: Postopek je podoben tistemu pri nalogi 84 Najprej ¢, iz-
razimo 7z Oy, Che = UpOlky — (—1)‘7vkoﬂ:ka, nakar nam Wickov izrek da (n,n_,) =
23 VkUig g (VUi + VkUirg) + 400,0(3 5 v2)%

Resitev naloge 86: |g) = [01);. Za a; € {fi, fi} velja a;|g) = 0. Nenicelni sta kontrak-
ciji ]Lff = ]ICQL,]”Q = 1. Vstavimo izraze za c; 5, in dobimo (g|(—vfg)(—v]fg)(vjl”l)(vflf)]g) +
(gl(=vf3) (ufo)(ufa)(0f]g) = v

e e—r——

Resitev naloge 87: Izrazimo lahko f; = uc; + vc; in fo = —vey + uc;. Osnovno stanje
anihilirata f1 in f]. Ce torej najdemo katerokoli stanje |g)., za katero bo veljalo fi|g)e = 0,
]‘2T|g>C = (), bomo vedeli, da je to stanje osnovno stanje. Sedaj se spomnimo, da je
kvadrat fermionskih operatorjev ni¢, kar pomeni, da lahko osnovno stanje skonstruiramo
72 |9)e o< f1fd]1h) (za nekatera stanja 1) (osnovno stanje) se lahko zgodi, da se desna stran
izvrednoti v ni¢). Poskusimo z |g)e ~ (uc; + veh)(—vel + uey)|00)., kar nam da |g). =
—u]00).+v|11).. Pricakovana vrednost je sedaj enostavna, (g|nins|g) = u?-0+0v?-1 = v%

Resitev naloge 88: Stanje |Y) je vakuum za naslednje o, € {01,02,03,04, ...,CN}, Z
osnovnimi sparitvami aka = 0j,;. V naSem izrazu imamo nenicelne prispevke le med
T T :

C1oC12=11ncg4 c = 1, kar pripelje do rezultata 2/N.

1,2€1,2 3,4,..C3.4,... ) pripel]

Resitev naloge 89: (a) Operator toka je j(r) = ﬁth che, @ 7T(q + k). To

nam da (j) = 385 30,0, 2k = 0. (b) J(q) = 35 2,2k + Q)cferiq () (i) =
2 i(q—k)-(r—r’

(Z07) " it zhe (K + @)% G700,

Resitev naloge 90: (a) a; € {cl,cg,c;;, . ,cjv,cNH,cNH, ...ycan}. (b)) po =0, p =
—N/2, P2 = —1.

Resitev naloge 91: Cy =3N/2, C, = N/2,Cy =1, C5 = N/2.

Resitev naloge 92: Klasicno bi zapisali jakost elektri¢cnega polja z izrazom E(r,t) =
>k enEpope ™ @st=kT) L] ¢ Kjer bi bila ay, brezdimenzijska amplituda prispevka danega
valovnega vektorja. V obeh sistemih bi bilo skupno polje vsota obeh izsevanih foto-
nov. Za ”V” shemo torej E = E,. + Ey., pri ¢emer bi prispevka nihala s frekvencama
Wae N wye. Intenziteta je I oc |E|? = I,. + Iy + (osciliranje z razliko frekvenc). Po-
dobno dobimo oscilirajne tudi za sistem A. Kvantno zapisemo operator polja za E z
bozonskimi operatorji za vsak Fourierov nihajni nacin, E( t) = B )(r,t) + Et )(r,t),
kjer je F( Nr,t) = Y, enBrape i @rt=kr) ip EG )(r, ) Zk 5kEkake1(“’kt k1) " Inten-
ziteta je sorazmerna z gostoto fotonov v danem stanju |¢)(¢)), in je torej sorazmerna
z (E® (x, ) EO)(x,t)). V “V” konfuguraciji je stanje atoma in fotonov enako [1)(t)) =
ca(t)|a,0) +c1(t)|c, 1y,.) +c2(t)|e, 1u,. ) +c(t)|b, 0) +co(t)|c, 0). Ko izvrednotimo I vidimo,
da imamo oscilirajoci ¢len (c, 1, aLbcawac|c, 1, )el@e=waelt ki podobno kot klasicno,
predstavlja interferenco med dvema moznima fotonoma. Za konfiguracijo A so zadeve
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formalno podobne, |¢(t)) = ¢, (t)|a, 0)+cy(t)|b, 0) +ce(t)|c, 0) +c1(2)]b, 1y, ) +C2(t)|C, Luy, )-
V tem primeru pa je oscilirajoci ¢len oblike (b, 1y, |al, au,.|c, 1s,.), ki pa je nié. V konfi-
guraciji A tako ne dobimo interference! Lahko se vprasamo, zakaj je A drugacen od V?
Kratek razlog je, da v primeru A lahko iz kon¢énega stanja atoma, brez da bi vplivali na
izsevani foton, ugotovimo, kateri foton se je izseval. Poledica tega je, podobno kot npr.
pri interferenci na dvojni rezi, da se seStevajo verjetnosti, ne amplitude.

Resitev naloge 93: Propagator razvijemo v vrsto in upostevamo, kdaj da delovanje o*

na |1) nenicelno vrednost. Tako imamo

() = Z{%Wwa‘a*)%ﬂ(a*aw—awm eal1,m) =

— (2r)! (2r+1)!
_ t _t 2r+1
= ch it) (aa")"[1,n —|—ch 21+1 a'(aa’)"|—1,n). (31)

Izvedemo Se delovanje na bozonski prostostni stopnji in poenostavimo, kar nam da koncni

rezultat ) c,[cos (tv/n + 1)[1,n) —isin (tv/n +1)[—1,n+ 1)].

Resitev naloge 94: (a) Upostevamo, da je ¢*> = 0. (b) [Q,QQ" + Q'Q] = QQ'Q —
QQ'Q = 0, hermitska adjungacija te zveze da [QT, H] = 0, spet direktni racun pa
[QQ", H] = 0. (c) Naj bo H|X) = MA). (AH[A) = [QN)]* + QN> > 0. (d) Ce
velja Hi|\) = A|)\), potem vidimo, da bo Ho(QT|)\)) = QTQQT|N\) = MQT|)\)). Torej, ce
je |A) lastno stanje Hy, je tudi Q|\) lastno stanje Hy z enako lastno vrednostjo. S tem
mapiranjem torej lahko dobimo vse lastne vektorje Hs, ki pripadajo nenicelnim lastnim
vrednostim A. Pri ni¢elni lastni vrednosti H; je potrebna previdnost, saj nam ni¢ na desni
strani zveze ne pove, ali smo dobili lastni vektor Hy z A = 0, ali pa je morda Qf|\) = 0.
Kot primer lahko sluzi A = a, ki da H; = (1 + a'a) ® n in Hy = ala ® (1 —n).

Resitev naloge 95: H.-P. da H ~ —w(S—ny)+wny+A(a+a')(b+b"). To prepisemo kot
H = —wS+ H{w? (> +y?) + p2 +p} 4+ 2wlzy}. S ustrezno rotacijo koordinatnega sistema
se lahko znebimo sklopitvenega ¢lena, x = ¥ sin @+ ycosp, ée izberemo cos (2¢) = 0, kar
privede do H = —wS + 2{px +py + 52x2 + &2 WY 21z 5$y = w? 4 2w. Lastne energije so

torej] B = —wS + vw? + 2wAn| + Vw? — 2wAns.

Resitev naloge 96: Splosen H za en kubit je kombinacija treh Paulijevih in identitete.
Identitete ne bo, prav tako ne oY, saj vidimo, da za nas zacetni H le ta z dvojnim
komutatorjem generira odvod, ki je kombinacija samo ¢* in 0. Torej se oblika H ohranja,
racun pa da a; = —4ajai in a3 = 4a?az. Vidimo, da je a? + a3 = konst., zato se
splaca parametrizirati a; = rcosy,as = rsin, kar nam da enacbo ¢ = 2r%sin (2y).
Stacionarna tocka je ¢ = 0, ali pa ¢ = m/2. Prva je nestabilna, zato za nas z.p. ni prava.

Dobimo torej H(T — 00) = \/a} + a2 o*

Resitev naloge 97: (a) C je hermitska. (b) Antihermitski B je enak Bj, = Cj,(D;; —
Dyy), oz. B = [D, A], kjer je A := C — D izvendiagonalni del C. (c) Za diagonalne
elemente velja dD;; /dr = ([B, A4]);;, za izvendiagonalne pa dA;;/dr = ([B, D|+[B, A)) k.
Vse enacbe skupaj lahko kompaktno zapisemo tudi z dCj/dr = [[D, C], C] (resitev tega
sistema ob odsotnosti degeneracij pripelje do diagonalnega H (7 — 00).
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Resitev naloge 98: Knjigovodstvo definirajmo z |1;142,24), bazo pa uredimo v nasle-
dnjem vrstnem redu, {|0011),|0110),|1100),[1001)}. Na zacetku imamo

U+2h t 0 -t
t 0 t 0
0 t U—-2h —t
—t 0 —t 0

H(0) =

Izkaze se, da za U = 0 tudi H(7) ohranja zgornjo obliko, tako da imamo le dva neznana
parametra,

a b 0 —=b
b 0 b 0
Ho=| o 4 _4 -
b0 —b 0

Evolucijski enacbi sta tako @ = 4ab? in b = —a?b, z z.p. a(0) = 2h,b(0) = 1. Resitev je
b(r) = ,/%, a(t) = 2yb(7), kjer je y := he*@tP)7 Y limit 7 — oo imamo tako b — 0

in a — 2v/1 + h?, torej je v odsotnosti interakcije H(1 — oo) vedno diagonalen ne glede
na velikost h.
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